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LES VARIE´TE´S DE HECKE-HILBERT AUX POINTS
CLASSIQUES DE POIDS 1
BETINA ADEL
Re´sume´. On montre que la varie´te´ de Hecke associe´e aux formes de Hilbert
sur un corps totalement re´el F est lisse aux points correspondant a` certaines
se´ries theˆta de poids 1 et on donne aussi un crite`re pour que le morphisme poids
soit e´tale en ces points. Lorsque les se´ries theˆta sont a` multiplication re´elle, on
construit des formes surconvergentes propres ge´ne´ralise´es qui ne sont pas clas-
siques et on exprime leurs coefficients de Fourier a` l’aide de logarithmes p-adiques
de nombres alge´briques. Notre approche utilise la the´orie des de´formations et
pseudo-de´formations galoisiennes.
1. Introduction
Les formes modulaires de Hilbert de poids 1 correspondent dans le programme de
Langlands a` des repre´sentations impaires de dimension deux des groupes de Galois
des corps totalement re´els. Deligne-Serre [16], Rogawski-Tunnell [35] et Ohta [32]
ont associe´ a` une forme modulaire de poids 1 une representation Galoisienne qui a
la meˆme fonction L et leur me´thode est base´e sur des congruences avec des formes
modulaires de poids strictement plus grand que 1.
Le but de ce travail est de compter le nombre de familles de Hida qui se spe´cialisent
en une forme classique de Hilbert de poids 1. Ge´ome´triquement, c’est e´quivalent a` la
description de la structure locale des varie´te´ de Hecke-Hilbert au point correspondant
a` cette forme de poids 1. On donne, sous certaines hypothe`ses, une re´ponse a` cette
question en utilisant la the´orie des de´formations galoisiennes de Mazur et quelques
outils cohomologiques de la the´orie du corps des classes.
On fixe un nombre premier p, un corps de nombres totalement re´el F de degre´
n sur Q, E un corps p-adique qui de´compose F , n un ide´al de l’anneau des entiers
o de F tel que NF/Q(n) ≥ 4 et IF un ensemble de n plongements complexes de Q¯
dans Q¯ qui prolongent les plongements distincts de F dans Q¯. Soit E la varie´te´ de
Hecke-Hilbert de niveau mode´re´ n associe´e a` F introduite par F.Andreatta, A.Iovita
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et V.Pilloni dans [2]. Il existe un morphisme localement fini κ : E → WF appele´ le
morphisme poids, ou` WF est la varie´te´ rigide sur E qui repre´sente les morphismes
Z×p × ResFQ Gm(Zp)→ Gm.
Soit f une forme modulaire de Hilbert cuspidale sur F , de poids 1, propre, de
niveau mode´re´ n et de pente finie dans le cas ou` p divise le niveau de f . Soit
ρ : GF → GL2(Q¯p) la repre´sentation galoisienne associe´e a` f par Rogawski-Tunnell
[35]. Puisque l’image de ρ est finie, pour tout premier pi de F au dessus de p, la
restriction de ρ au groupe de de´composition GFpi est la somme de deux caracte`res
ψ′i⊕ψ′′i dont l’un est non-ramifie´. On dit que f est re´gulie`re en p si pour tout premier
pi de F au dessus de p, la condition ψ
′
i 6= ψ′′i est ve´rifie´e.
Pour de´former p-adiquement f , on doit choisir une p-stabilisation de f de pente
finie (voir [39, §1.2]). Une p-stabilisation de f est ordinaire en p et elle de´finit un
point du lieu quasi-ordinaire de la varie´te´ de Hecke E et meˆme f de´finit un point de
la courbe de Hecke-Hilbert cuspidale de poids paralle`le CF →֒ E .
Soit f une p-stabilisation d’une se´rie theˆta θ(ψ) de poids 1 et de niveau mode´re´
n, ou` ψ : GM → Q¯×p est un caracte`re d’ordre fini et M une extension quadratique
de F . La forme modulaire f de´finit un point x ∈ E (meˆme x ∈ CF ) et on note
respectivement T , T ord les comple´te´s des anneaux locaux de E et CF en x et Λ le
comple´te´ de l’anneau local de WF en κ(x).
Soient mΛ l’ide´al maximal de Λ et T ′ = T /mΛT l’anneau local de la fibre de κ(x)
en x. Notons que T ′ = T /mΛT est un anneau artinien, puisque κ est localement
fini.
Soit Sp (resp. S
p) l’ensemble des premiers de F au-dessus de p qui se de´composent
dans M (resp. qui sont inertes ou qui se ramifient dans M). Pour tout premier pi de
F au dessus de p on note ei l’indice de ramification de pi et fi le degre´ d’inertie de
pi (on a
∑
pi|p
eifi = [F : Q] = n).
The´ore`me 1.1. Supposons que f est p-re´gulie`re, M est totalement re´el et que la
conjecture de Leopoldt est vraie pour M , alors :
(i) la varie´te´ E est toujours lisse au point x et la dimension de l’espace tangent
de la fibre T ′ de κ(x) en x est e´gale a` ∑pi∈Sp ei.fi.
(ii) la dimension de l’espace tangent de T ord est e´gale a` max{1,∑pi∈Sp fi.ei}.
Lorsque F = Q, le the´ore`me ci-dessus a e´te´ de´montre´ par Bella¨ıche et Dimitrov
[7] et aussi par Cho-Vatsal [12] sous certaines hypothe`ses supple´mentaires.
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Soit S†1(n, χ)[[f ]] l’espace propre ge´ne´ralise´ de f dans l’espace des formes modu-
laires surconvergentes de poids 1. Sous les les hypothe`ses du The´ore`me 1.1 et si Sp
est non vide, il existe un morphisme surjectif π : T ′ ։ Q¯p[ǫ] de noyau Iπ. Ainsi, Iπ
annule un sous-espace S†1(n, χ)[Iπ] de S
†
1(n, χ)[[f ]] de dimension 2, et ce sous-espace
contient une forme non-classique.
L’e´valuation fc de toute forme modulaire surconvergente f en les objets de Tate
(Gm⊗o c−1d−1F )/q associe´s aux pointes standards∞(c; o), ou` c parcourt les e´le´ments
de CL+F de´termine son q-de´veloppement (voir [20, §2.3]). Apre`s une modification des
coefficients de son q-de´veloppement, on obtient son de´veloppement ade´lique et ses
coefficients de Fourier note´s aq(f) ou` q est un ide´al de o.
Suivant les de´finitions de [14], une forme surconvergente f † dans S†1(n, χ)[Iπ] qui
n’est pas un multiple de f est appele´e une forme ge´ne´ralise´e attache´e a` f , et on dit
qu’elle est normalise´e si son premier coefficient de Fourier ao(f
†) de la q-expansion
de f † est nul.
Pour n’importe quel ide´al premier q de F , on notera respectivement aq(f
†) et aq(f)
les coefficients de Fourier de f † et de f . Fixons un plongement ιp : Q¯ →֒ Q¯p et notons
logp la de´termination standard du logarithme p-adique sur Q¯
×
p . Soient σ ∈ GF un
automorphisme non trivial sur M , H le corps de nombres fixe´ par kerψ/ψσ , ℓ ∤ np
un premier de F inerte dans M et λ un premier de H au dessus de ℓ. Choisissons
uλ dans OH [1/λ]× ⊗Q une λ-unite´ de H de λ-valuation e´gale a` 1.
Soient σλ ∈ Gal(Hλ/Fℓ) ⊂ Gal(H/F ) le Frobenius en ℓ attache´ a` la place finie λ
et I ′F le sous-ensemble de IF constitue´ par les plongements de Q¯ qui induisent les
places de H au dessus de p apparaissant dans Sp suivant le diagramme (8) de §4.
Le the´ore`me suivant est une ge´ne´ralisation du the´ore`me [14, 1.1].
The´ore`me 1.2. On suppose que :
(i) M est un corps totalement re´el et la conjecture de Leopoldt est ve´rifie´e pour
M .
(ii) l’ensemble Sp n’est pas vide et p est relativement premier au niveau de θ(ψ).
(iii) θ(ψ) est p-re´gulie`re.
Soit f une p-stabilisation de θ(ψ) telle que ψσ(Frobpi) est la valeur propre de
l’ope´rateur Upi quand pi ∈ Sp. Alors, on peut associer line´airement a` tout (αi)i∈I′F ∈
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Q¯
|I′
F
|
p un morphisme surjectif π : T ′ ։ Q¯p[ǫ] tel que pour tout ℓ ∤ np,
aℓ(f
†) =
{
0 si ℓ se de´compose dans M ;
ψ(σσλ)
∑
g′i∈I
′
F
αi
∑
h∈Gal(H/M) ψ/ψ
σ(h). logp(gi ◦ h(uλ)) si ℓ est inerte dans M.
Les the´ore`mes suivants de´crivent la structure locale de E au point x lorsque M
n’est pas totalement re´el.
The´ore`me 1.3. Soient K un corps quadratique imaginaire dans lequel p est de´compose´,
σ ∈ GQ non trivial sur K et ξ : GK → Q¯×p un caracte`re d’ordre fini tel que ξ/ξσ
est d’ordre paire. Notons M l’extension biquadratique de Q contenue dans le corps
de nombres fixe´ par ker(ξ/ξσ) et F le sous-corps quadratique re´el de M . Supposons
que ψ = ξ|GM , ψ|GMvi
6= ψσ|GMvi pour toute place premie`re vi de M au dessus de p
et que (ψ/ψσ)2 est non trivial.
Alors le morphisme κ : E → WF est e´tale au point associe´ a` une p-stabilisation f
de θ(ξ|GM ).
The´ore`me 1.4. Soient p ≥ 3, F un corps fini de caracte´ristique p et ψ le rele`vement
de Teichmu¨ller d’un caracte`re ψ : GM → F× tel que ψ/ψσ n’est pas quadratique.
Supposons que :
(i) Tout premier q de F qui divise le conducteur de ψ¯ se de´compose dans M ,
ψ¯ est ramifie´ sur un facteur de q et non ramifie´ sur l’autre et p est non
ramifie´ dans M .
(ii) La restriction de ρ¯ = IndFM ψ¯ a` Gal(Q¯/F (
√
(−1)(p−1)/2p)) est absolument
irre´ductible et ρ¯ est p-distingue´e.
(iii) M a 2r plongements complexes et [F : Q]− r − |Sp| −∑pi∈Sp fi.ei > 0
Alors la varie´te´ rigide E est ramifie´e sur l’espace des poids WF au point x.
Remarque : Nous avons appris re´cemment que S.V.Deo a annonce´ un re´sultat
similaire au the´ore`me 1.1 dans [17] en utilisant une me´thode diffe´rente pour calculer
les dimensions des espaces tangents de nos proble`mes de de´formation. Il a annonce´
un re´sultat similaire au the´ore`me 1.4 sous l’hypothe`se que la conjecture de Schanuel
est vraie pour le corps fixe´ par ker ad ρ.
Notre e´tude de la structure locale de la varie´te´ rigide E au voisinage d’une forme
classique de poids 1 donne l’application suivante sur la the´orie des fonctions L p-
adiques. Mazur, Kitagawa, Panchishkin, Teiltelbaum et Dimitrov ont construit une
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fonction L p-adique pour une famille de Hida sous certaines hypothe`ses (voir les
conditions (A) ou (B) dans [27, p.105]). Leur proprie´te´ principale est la suivante :
chaque spe´cialisation en une forme classique non critique g est e´gale, a` une unite´
pre`s, a` la fonction L p-adique Lp(g, s) attache´e a g (voir [1] , [31], [33] et [21]). Soit
W∗F l’espace analytique rigide de´finie sur Qp dont les A-points sont en bijection avec
Hom(GFp,∞ , A
×), ou` GFp,∞ est l’extension maximale non ramifie´e en dehors de p et
des places a` l’infini. Ainsi, W∗F =
∐
ǫ∈π0((F⊗R)×)
WǫF ou` WǫF est l’espace analytique
rigide de´finie sur Qp dont les A-points sont en bijection avec Hom(GFp , A
×).
Les me´thodes utilise´es dans [4] (de´taille´es dans [5, Corollary VI.4.2]) et dans [23]
donnent le corollaire suivant :
Corollaire 1.5. Soit f une forme classique de poids 1 re´gulie`re en p qui satisfait
soit les hypothe`ses du the´ore`me 1.3 ou soit Sp est vide et M est un corps totalement
re´el qui ve´rifie la conjecture de Leopoldt. Alors, il existe un voisinage admissible U
de f dans E, deux constantes re´elles 0 < c < C, et une fonction analytique Lǫp sur
U ×WǫF , telle que pour toute forme propre non critique g ∈ U , et pour tout s ∈ WǫF
on a
Lǫp(g, s) = e
ǫ(g)Lp(g, s),
ou` eǫ(g) est une pe´riode p-adique qui ve´rifie c < |eǫ(g)|p < C. Pour tout g ∈ U les
fonctions s 7→ Lǫp(g, s) sont borne´es.
La fonction Lǫp(fα, .) est uniquement de´termine´e a` une constante inversible pre`s,
et nous donne aussi une de´finition naturelle d’une fonction L p-adique associe´e a` f .
On va expliquer maintenant les principales ide´es derrie`re la preuve des the´ore`mes
§1.1 et §1.3. Dans le §3.1, nous introduisons deux proble`mes de de´formation de ρ
repre´sentables par les anneaux locaux R et Rord tels que R s’envoie surjectivement
sur T par la proposition 6.3. Le calcul de l’espace tangent de R repre´sente une
partie importante de la preuve. Nous montrons dans les the´ore`mes 5.3 et 5.5 que
la dimension de l’espace tangent de R est toujours [F : Q] + 1 et donc la surjec-
tion ci-dessus est un isomorphisme d’anneaux locaux re´guliers et on a Rord ≃ T ord.
L’e´tude de l’alge`bre T ′ donne un crite`re pre´cis pour que κ soit e´tale en x. L’espace
tangent de R est isomorphe a` un sous-espace de H1(F, ad ρ) qui satisfait certaines
conditions locales pour les premiers de F au dessus de p, mais vu que ρ est d’image
finie, par inflation-restriction, l’espace tangent peut eˆtre vu comme un sous-espace
de (Hom(GH , Q¯p) ⊗ ad ρ)Gal(H/F ), ou` H est une extension galoisienne finie de F .
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Pour calculer la dimension de cet espace tangent, il suffit de de´terminer la dimen-
sion du ψ/ψσ-espace propre a` l’inte´rieur de Hom(GH , Q¯p). En effet, sa dimension
peut eˆtre facilement borne´e par la the´orie du corps de classe, et quand M est un
corps totalement re´el, on constate le phe´nome`ne suivant : le corps H est CM et
le ψ/ψσ-espace propre a` l’inte´rieur des unite´s globales est trivial (voir 5.1). Ainsi,
nous pouvons construire une base de l’espace tangent de T ′ en termes de logarithme
p-adique. D’autre part, lorsque M n’est ni totalement re´el, ni totalement complexe,
on montre que Rmin ≃ T en utilisant un re´sultat de Fujiwara [22].
2. Varie´te´s de Hecke-Hilbert
Les formes modulaires p-adiques de Hilbert sur F peuvent eˆtre vues comme des
fonctions sur les Z×p × ResFQGm(Zp)-torseurs de la trivialisation de la tour d’Igusa
qui est le pro-reveˆtement e´tale du lieu ordinaire de l’analytifie´ du sche´ma modulaire
de Hilbert donne´ par la limite projective des duaux des sous-groupes canoniques.
Les fonctions homoge`nes de poids (w, υ) pour l’action de Z×p × ResFQGm(Zp) sont
les formes modulaires p-adiques de Hilbert de poids (w, υ). Donc, on obtient un
espace de dimension infinie qui se fibre sur l’espace des poids, et graˆce a` l’existence
du sous-groupe canonique sur le lieu ordinaire, on peut plonger l’espace des formes
modulaires de Hilbert dans l’espace des formes modulaires p-adiques de Hilbert.
Pour e´tudier les familles p-adiques de pente finie, V.Pilloni, F.Andreatta et A.Iouvita
ont prolonge´ la construction pre´ce´dente a` un voisinage surconvergent strict du lieu
ordinaire dans le but d’appliquer la the´orie spectrale de Coleman-Mazur a` l’ope´rateur
comple`tement continue Up et en utilisant la machinerie des varie´te´s rigides de Hecke
due a` Buzzard [10], ils ont obtenu la varie´te´ rigide de Hecke-Hilbert de´sire´e E sur
E. D’autre part, Kisin et Lai ont construits dans [30] la courbe de Hecke-Hilbert
cuspidale CF de poids paralle`le de niveau mode´re´ n en e´tendant la construction
de Coleman-Mazur de la courbe de Hecke [13]. On peut identifier CF avec le sous-
espace ferme´ de E donne´ par l’e´quation υ = 0. Selon les re´sultats de [30], il existe
un morphisme localement fini surjectif et plat κ : CF → WF,υ=0, ou` WF,υ=0 est la
sous-varie´te´ ferme´ de WF de´finie par l’e´quation υ = 0 (κ est la restriction de w a`
CF ). Notons que T ′ est aussi l’anneau local en x de la fibre κ−1(κ(x)). Le lieu En.ord
de E ou` |Up|p = 1 est ouvert et ferme´ dans E et est appele´ le lieu quasi-ordinaire.
Il est connu que le lieu quasi-ordinaire En.ord est isomorphe a` la fibre ge´ne´rique de
l’alge`bre de Hecke quasi-ordinaire en p.
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D’apre`s [10] et [2], la varie´te´ de Hecke E est e´quidimensionnelle de dimension
[F : Q] + 1, re´duite et e´quipe´e d’un morphisme localement fini surjectif κ : E → WF
appele´ le morphisme poids, ou` WF est l’espace rigide sur E repre´sentant les mor-
phismes Z×p × ResFQ Gm(Zp) → Gm. Par construction de E , il existe un morphisme
Z[(Tℓ)ℓ∤pn, Up] → OrigE (E) tel que les images de (Tℓ)ℓ∤pn et Up sont des sections glo-
bales de OrigE borne´es par 1 ; l’application canonique ” syste`me de valeurs propres ”
E(Cp)→ Hom(Z[(Tℓ)ℓ∤pn, Up],Cp) est injective et induit une correspondance bijective
entre l’ensemble de Cp-points de E de poids (w, υ) et l’ensemble des formes modu-
laires cuspidales surconvergentes de Hilbert propres de niveau mode´re´ n, de poids
(w, υ), avec des coefficients de Fourier dans Cp et de pente finie. Puisque l’image de
Z[(Tℓ)ℓ∤pn, Up] dans OrigE (E) est relativement compacte et que la E-alge`bre OrigE (E)
est re´duite, il existe un pseudo-caracte`re continue :
(1) PsE : GF,np → O(E)
qui envoie Frobℓ vers Tℓ pour tout ℓ ∤ np (voir [2, §5] and [3] pour plus de de´tails).
D’apre`s le the´ore`me [8, 1.1], le morphisme poids κ : E → WF est e´tale en les
points non critiques et p-re´guliers.
En ge´ne´ral, on n’a pas beaucoup de re´sultats sur la ge´ome´trie des varie´te´s de
Hecke-Hilbert. Par exemple, on ne sait pas si elles ont un nombre fini de composantes
ou si elles sont propres sur l’espace des poids (voir [36]). Lorsque F = Q, Diao et
Liu ont montre´ dans [18] que la courbe de Coleman-Mazur est propre sur l’espace
des poids. On sait aussi que la courbe de Coleman-Mazur est lisse en la plupart des
points classiques (voir [6], [7], [12], [13] et [28]) bien qu’il existe des points associe´s
a` des formes propres classiques et irre´gulie`res en p pour lesquels la courbe de Hecke
n’est pas lisse [19].
Se´ries theˆta de poids 1. On note respectivement o et O les anneaux des entiers
de F et de E. Soient M une extension quadratique de F , σ ∈ Gal(Q¯/F ) non trivial
sur M et F le corps re´siduel de O.
On fixe deux plongements E →֒ Q¯p, ιp : Q¯ →֒ Q¯p et une cloˆture alge´brique Q¯ ⊂ C
de Q. On note c la conjugaison complexe du groupe de Galois absolu GQ et εM
le caracte`re non trivial de l’extension quadratique M/F et ∆ le groupe de Galois
Gal(M/F ).
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Soient ψ : GM → O× un caracte`re d’ordre fini, ψσ le caracte`re GM de´finie par
ψσ(g) = ψ(σ−1gσ), ψ
♥
le caracte`re ψ/ψσ et b le conducteur de ψ. Ainsi, on peut
voir ψ comme un caracte`re sur le groupe des ide`les ψ :M×\M×A → O× (ou` M×A est
le groupe des ide`les de M).
On suppose que pour toute place τ de F qui reste re´elle sur M , ψ est trivial sur
l’une des places de M au dessus de τ et non trivial sur l’autre. Soit n la partie de
NM/F (b).∆M/F qui est premie`re a` p. D’apre`s un the´ore`me de Weil, il existe une se´rie
de theˆta θ(ψ) de niveau mode´re´ n telle que L(s, θ(ψ)) = L(s, ψ) (i.e ρ = IndFM ψ est
la repre´sentation p-adique associe´e a` θ(ψ)). Les syste`mes de valeurs propres d’une
p-stabilisation f de θ(ψ) correspondent a` un point x ∈ E(Q¯p), de plus x se trouve
sur lieu quasi-ordinaire En.ord de E .
3. De´formations galoisiennes
On introduit dans cette section trois proble`mes de de´formations de ρ qu’on notera
D, Dord et Dorddet ρ et on de´terminera leurs espaces tangents respectifs dans la section
5.
3.1. Proble`mes de de´formations.
L’image projective de ρ est die´drale et contient un e´le´ment d’ordre 2 qu’on notera
σ. Soit (e1, e2) une base de Q¯
2
p dans laquelle ρ|GM = ψ ⊕ ψσ. Apre`s une renormali-
sation de (e1, e2), on peut supposer que ρ(σ) = ( 0 11 0 ) dans PGL2(Q).
Le choix du groupe de de´composition en chaque place pi de F au dessus de p induit
une place premie`re canonique vi de M parmi les places premie`res de M au dessus
de pi et nous permet de voir GMvi ⊂ GFpi comme un sous-groupe de de´composition
de GM en vi. Puisque f est p-re´gulie`re et ρ d’image finie, ρ est ordinaire en chaque
premier pi de F au dessus p dans le sens ou` la restriction de ρ a` GFpi est l’extension
d’un caracte`re non ramifie´ ψ′′i par un caracte`re ψ
′
i tel que ψ
′′
i (Frobpi) = αi, ou` αi
est la valeur propre de f pour Upi . Maintenant, on choisit une base {e′i,1, e′i,2} de Q¯2p
dans laquelle ρ|GFpi
= ψ′i ⊕ψ′′i . Si les deux caracte`res ψ′i et ψ′′i sont non ramifie´s, on
privile´giera ψ′′i , de sorte que la base {e′i,1, e′i,2} soit unique a` un scalaire pre`s. Dans
le cas ou` pi se de´compose dans M , on a (e
′
i,1, e
′
i,2) = (e1, e2) ou` ψ
σ(Frobpi) = αpi ,
sinon ψ(Frobpi) = αpi et (e
′
i,2, e
′
i,1) = (e1, e2).
Soit C la cate´gorie dont les objets sont les Q¯p-alge`bre noethe´riennes, locales,
comple`tes par rapport a` l’ide´al maximal, de corps re´siduel isomorphe a` Q¯p et dont
LES VARIE´TE´S DE HECKE-HILBERT AUX POINTS CLASSIQUES DE POIDS 1 9
les morphismes sont les homomorphismes de Q¯p-alge`bres locales. Soient A un an-
neau dans la cate´gorie C et ρA : GF → GL2(A) une de´formation de ρ, on dit que
ρA est quasi-ordinaire (resp. ordinaire) en p si, et seulement si, pour tout pi | p, on
a (ρA)|GFpi
≃
(
ψ′
i,A
∗
0 ψ′′i,A
)
, ou` ψ′′i,A est un caracte`re (resp. un caracte`re non ramifie´)
qui rele`ve ψ′′i . On conside`re le foncteur de de´formation Dord : C → SETS (resp.
D), donne´ par les classes d’e´quivalences strictes des de´formations de ρ qui sont or-
dinaires en p (resp. quasi-ordinaire en p). Puisque la repre´sentation ρ = IndFM ψ
est absolument irre´ductible, p-ordinaire et p-regulie`re, les crite`res de Schlesinger
impliquent que Dord (resp. D) est repre´sentable par le 2-uplet (Rord, ρRord) (resp.
(R, ρR)), ou` ρRord (resp. ρR) est l’anneau de de´formation universel p-ordinaire (resp.
quasi-ordinaire en p) de ρ. Soit Dorddet ρ le sous-foncteur de Dord qui consiste en les
deformations de determinant fixe´.
3.2. Espaces tangents.
On note tDord (resp. tD) l’espace tangent deDord (resp.D) et t0Dord l’espace tangent
de Dorddet ρ.
Il existe une de´composition
(ad ρ)|GFpi
= ψ′i/ψ
′
i ⊕ ψ′i/ψ′′i ⊕ ψ′′i /ψ′i ⊕ ψ′′i /ψ′′i
Le choix de la base (e′i,1, e
′
i,2) deMQ¯p identifie EndQ¯p(MQ¯p) avec M2(Q¯p) ; puisque
ρ est p-ordinaire pour tout premier pi de F , on a une application naturelle GFpi -
e´quivariante :
ad ρ
C′i,∗,D
′
i,∗−→ ψ′′i /ψ′i ⊕ ψ′′i /ψ′′i(
a′ b′
c′ d′
) 7→ (c′, d′)(2)
Par un argument standard de la the´orie de la de´formation, on a le re´sultat suivant
(voir [7, Lemme 2.3]).
Lemme 3.1.
(i) tDord = ker
(
H1(F, ad ρ)
(C∗i ,D
∗
i )→ ∏pi|p(H1(Fpi , ψ′′i /ψ′i)⊕H1(Ipi , ψ′′i /ψ′′i )))
(ii) t0
Dord
= ker
(
H1(F, ad0 ρ)
(C∗i ,D
∗
i )→ ∏pi|p(H1(Fpi , ψ′′i /ψ′i)⊕H1(Ipi , ψ′′i /ψ′′i )))
(iii) tD = ker
(
H1(F, ad ρ)
C∗i→∏pi|p(H1(Fpi , ψ′′i /ψ′i)))
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3.3. La suite exacte inflation-restriction applique´e a` tD.
On note H ⊂ Q¯ le corps de nombres totalement complexe fixe´ par ker(ad ρ). Le
groupe G′ = Gal(H/F ) est naturellement isomorphe a` l’image projective de ρ qui est
un groupe die´dral. Pour tout pi de F au dessus de p, on note wi la place canonique
de H au dessus de pi induite par ιp.
Lemme 3.2. [7, Lemme 2.4] Soient L un corps de nombres et ρ une repre´sentation
d’image finie de GL dans un Q¯p-espace vectoriel de dimension finie.
(i) Soit Σ un ensemble de places de L et supposons que pour tout v ∈ Σ il existe
un quotient ρv de ρ|GLv . Soit H un extension galoisienne finie de L, pour
tout v ∈ Σ, on choisit une place w(v) de H au dessus de v. Alors
ker
(
H1(L, ρ)→
∏
v∈Σ
H1(Lv, ρv)
)
≃ ker
(
H1(H, ρ)Gal(H/L) →
∏
v∈Σ
H1(Hw(v), ρv)
)
.
(ii) Le morphisme naturel
H1(L, ρ)→
∏
v|p
H1(Iv, ρ)
est injectif.
En utilisant la base {e1, e2} de´finie ci-dessus, on peut voir les e´le´ments de H1(F, ad ρ)
comme des 1-co-cycles
GF →M2(Q¯p)
g 7→
(
a(g) b(g)
c(g) d(g)
)(3)
Puisque ρ est irre´ductible, ψσ 6= ψ et ker(ψσ/ψ) de´finit une extension cyclique H
de M . Ainsi, on a la de´composition suivante Q¯p[GF ]-modules :
(4) ad ρ ≃ 1⊕ ad0 ρ ≃ 1⊕ ad0(IndFM ψ) ≃ 1⊕ ǫM ⊕ IndFM (ψ♥),
Par inflation-restriction, on a aussi
H1(F, ad ρ) = H1(M, ad ρ)Gal(M/F ).
D’autre part, on a la de´composition suivante
H1(M, ad ρ) ≃ H1(M,ψ/ψ) ⊕H1(M,ψ
♥
)⊕H1(M,ψ−1
♥
)⊕H1(M,ψσ/ψσ),(
a b
c d
) 7→ (a, b, c, d),(5)
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ou` l’action du groupe Gal(M/F ) e´change a et d et aussi b et c.
En combinant le lemme 3.1 et le lemme 3.2, on obtient :
Corollaire 3.3. Dans la base (e1, e2), on a :
(i) tDord ≃ ker
(
H1(M, ad ρ)Gal(M/F )
(C∗i ,D
∗
i )→ ∏
pi|p
H1(Mvi , ψ
′′
i /ψ
′
i)
∏
pi|p
H1(Ivi , ψ
′′
i /ψ
′′
i )
)
(ii) Si
(
a b
c d
) ∈ tD ⊂ H1(M, ad ρ)Gal(M/F ), alors a = dσ et b = cσ.
L’action naturelle a` gauche de Gal(H/F ) sur GH induit une action a` droite donne´e
par x→ g−1(x) pour laquelle H1(H, Q¯p) est un Q¯p[Gal(H/F )]-module a` gauche.
On a H1(H, ad ρ) = H1(H, Q¯p)⊗Q¯p ad ρ (puisque ad ρ(GH) = 1).
Un e´le´ment de H1(H, Q¯p) ⊗Q¯p ad ρ peut eˆtre e´crit comme une matrice
(
a b
c d
)
,
ou` a, b, c et d sont des e´le´ments de Hom(GH , Q¯p) et l’action naturelle a` gauche de
Gal(H/F ) sur H1(H, Q¯p)⊗Q¯p ad ρ est donne´e par
g.
(
a b
c d
)
= ρ(g)
(
g.a g.b
g.c g.d
)
ρ(g)−1.
Ainsi, l’inflation restriction applique´e a` l’extension galoisienne finie H/F induit
l’isomorphisme suivant :
H1(F, ad ρ) ≃ (Hom(GH , Q¯p)⊗ ad ρ)G′ .
Corollaire 3.4. Dans la base (e1, e2), on a :
tD ≃ ker
((
Hom(GH , Q¯p)⊗ ad ρ
)G′ (C∗i )→ ∏
wi,pi|p
H1(Hwi , Q¯p))
)
De´monstration. Le re´sultat de´coule des lemmes 3.1 et 3.2

4. Application de la the´orie des corps de classes
4.1. Rappel sur les unite´s locales et globales.
Si G est un groupe fini, on notera Ĝ l’ensemble des classes d’isomorphismes de
repre´sentations irre´ductibles de G sur Q¯.
Soient OH l’anneau des entiers de H, Mp la p-extension abe´lienne maximale non
ramifie´e en dehors de p de H et OHw l’anneau des entiers de la comple´tion H par
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rapport a` w, ou` w est la place de H au dessus de p. Soit H ′′ le p-Hilbert de H, alors
la the´orie du corps de classes implique que
Gal(Mp/H
′′) ≃ la p-partie de (OH ⊗ Zp)×/O¯×H ≃ U1p /O¯×H ,
ou` U1p =
∏
w|pU
1
w et U
1
w est le groupe des unite´s de OHw qui sont ≡ 1 (mod p).
Ainsi, on a la suite exacte suivante :
(6) 0 −→ Hom(GH , Q¯p) −→ Hom
(
(OH ⊗ Zp)×, Q¯p
) −→ Hom (O×H , Q¯p) ,
telle que la premie`re application est le dual de la re´ciprocite´ d’Artin et la seconde
est la restriction a` O×H par rapport a` l’inclusion diagonale O×H →֒ (OH ⊗ Zp)×.
Tout morphisme continu pour la topologie p-adique de Hom(O×H,w, Q¯p) est donne´
par
(7) u 7→
∑
gw∈Jw
hgwgw(logp(u)) =
∑
gw∈Jw
hgw logp(gw(u)),
ou` hgw est un e´le´ment de Q¯p, Jw est l’ensemble des plongements de Hw dans Q¯p, et
logp est logarithme p-adique de´finie sur Q¯
×
p .
On note JH l’ensemble des plongements de H dans Q¯. Les deux plongements
ιp : Q¯ →֒ Q¯p et H ⊂ Q¯ de´finissent une partition JH =
∐
w|p Jw provenant du
diagramme commutatif suivant
(8) Q¯ 
 ιp // Q¯p
H
?
g
OO
  // Hw.
?
gw
OO
Dans l’introduction, on avait fixe´ des plongements complexes g1, ..., gn de Q¯ dans
Q¯ qui rele`vent les plongements de F dans Q¯ et tels que g1 est le plongement qui
identifie F avec un sous-corps de R. Donc on obtient la partition suivante :
(9) JH = {gi ◦ g|1 ≤ i ≤ n, g ∈ Gal(H/F )} =
∐
1≤i≤n
gi.Gal(H/F )
Ainsi, les e´le´ments de´finis par(
u⊗ 1 7→ logp
(
ιp ◦ gi ◦ g(u)
))
pour 1 ≤ i ≤ n et g ∈ Gal(H/F ) forment une base
du Q¯p-espace vectoriel Hom
(
(OH ⊗ Zp)×, Q¯p
)
. On a une action naturelle a` gauche
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de Gal(H/F ) sur Hom
(
(OH ⊗ Zp)×, Q¯p
)
donne´e par
g′. logp
(
ιp ◦ gi ◦ g ⊗ 1) = logp
(
ιp ◦ gi ◦ g′g ⊗ 1).
Par conse´quent, il existe un isomorphisme canonique de G′ = Gal(H/F )-modules
a` gauche :
⊕
1≤i≤n
Q¯p[G
′]
∼−→ Hom ((OH ⊗ Zp)×, Q¯p)∑
g∈G′
ai,gg

1≤i≤n
7→
u⊗ 1 7→ ∑
g∈G′
1≤i≤n
ai,g logp
(
ιp ◦ gi ◦ g−1(u)
) .(10)
On a les conjugaisons complexes τ1, ..., τn ∈ GF telles que τi est la conjugaison
complexe attache´e a` gi (i.e τi est conjugue´e a` la conjugaison complexe c de GQ par
gi et c = τ1). Puisque ρ est impaire, alors det ρ(τi) = −1 pour tout 1 ≤ i ≤ n.
Soit {σij}1≤j≤n′ un ensemble de repre´sentants de toutes les classes d’e´quivalence du
quotient de l’ensemble {gi ◦g|g ∈ Gal(H/F ), 1 ≤ i ≤ n} par la relation d’e´quivalence
c ◦ h ∼ h, ou` h ∈ giG′.
D’apre`s la preuve de Minkowski du the´ore`me des unite´s de Dirichlet, il existe un
plongement O×H/µ →֒ Rnn
′
donne´ par a → (log |σij(a)|)1≤j≤n′,1≤i≤n, ou` µ est le
sous-groupe de torsion de O×H .
D’autre part, on a gi(τi(x)) = (gi(x)) et donc le G
′-ensemble {σij}1≤j≤n′ peut
eˆtre vu comme la permutation des classes a` droite du groupe Gal(H/F ) suivant le
sous-groupe {1, τi}.
Ainsi, on obtient les de´compositions de G′-modules :
Hom(O×H , Q¯p) ≃ (
⊕
π 6=1
π∈̂G′
παπ )⊕ 1n−1 et Hom ((OH ⊗ Zp)×, Q¯p) ≃ ⊕
π∈Ĝ′
πn dimπ
ou` π parcourt l’ensemble des caracte`res de G′ = Gal(H/F ), απ =
n∑
i=1
dimπ+τi
et les π+τi , π−τi sont respectivement les espaces propres associe´s a` l’action de la
conjugaison complexe τi ∈ G′ pour les valeurs propres +1 et −1.
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D’autre part, on la de´composition de G′-modules :
Hom(GH , Q¯p) ≃
⊕
π∈Ĝ′
πmπ .
En utilisant la suite exacte (6), on obtient une borne de mπ :
Lemme 4.1. On a m1 ≥ 1 et pour π 6= 1, on a
n∑
i=1
dimπ−τi ≤ mπ avec e´galite´ si la
conjecture de Leopoldt est vraie pour H.
4.2. Une minoration de dim t0
Dord
.
L’inflation-restriction induit l’isomorphisme suivant
(11) H1(M,ψ−1
♥
) ≃ H1(H, Q¯p)[ψ−1♥ ]
ou` V [ψ−1
♥
] est le ψ−1
♥
-sous-espace propre de la Gal(H/M)-repre´sentation V .
Proposition 4.2. Supposons que M a 2r plongements complexes et le caracte`re ψ2
♥
est non trivial. Alors :
2[F : Q]− r ≤ dimH1(M,ψ−1
♥
).
De´monstration. Puisque le caracte`re ψ2
♥
est non trivial, π = IndFM (ψ
−1
♥
) est irre´ductible,
donc :
dimH1(H, Q¯p)[ψ
−1
♥
] = dimHomG′
(
π,H1(H, Q¯p)
)
= mπ.
On note (τik)1≤k≤r (resp.(τi′l)) les conjugaisons complexes de GF qui se prolongent
en plongements complexes (resp. re´els) de M dans Q¯. On voit que det(π)(τik) = −1,
det(π)(τi′
l
) = 1, dimπ−τik = 1 et dimπ
−τi′
l = 2.
D’apre`s le lemme 4.1, on a 2[F : Q]− r ≤ mπ, et on conclut par l’isomorphisme
(11).

Lemme 4.3. Soit pi un premier de F au dessus de p qui se de´compose dans M en
vi et v
σ
i , alors dimH
1(Mvi , ψ
−1
♥
) = ei.fi.
De´monstration. La p-re´gularite´ de ρ implique que H0(Mvi , ψ
−1
♥
) = 0. D’apre`s la
dualite´ locale de Tate,
H2(Mvi , ψ
−1
♥
) ≃ H0(Mvi , ψ−1♥ (1))∨ = 0.
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Finalement, la formule de Tate de la caracte´ristique d’Euler locale implique
dimH1(Mvi , ψ
−1
♥
) = [Fpi : Qp] = ei.fi.

On note I ⊂ Sp (resp. I ′ ⊂ Sp) l’ensemble des plongements qui induisent des
premiers pi | p de F tels que ψσ(Frobvi) = αi (resp. ψ(Frobvi) = αi) ou` Upi .f = αif .
Remarque 4.4. La base (e1, e2) telle que ρ|GM = ψ⊕ψσ est de´finie a` des scalaires
pre`s
(
i.e (e1, e2) ∼ (µe1, µ′e2) ou` (µ, µ′) ∈ (Q¯×)2
)
. Si
(
a b
c d
) ∈ H1(M, ad ρ)Gal(M/F )
dans la base (e1, e2), alors un changement de la base (e1, e2) a` des scalaires pre`s ne
modifiera pas a et d et modifiera c et b par multiplication de scalaires.
Si pi est inerte ou ramifie´ dans M , alors par ordinarite´ en p, ψ est non ramifie´
en vi et ψ|GMvi
= ψσ|GMvi
. Il en de´coule que vi se de´compose comple`tement dans H
et que ψ′′i /ψ
′
i est le caracte`re quadratique de Gal(Mvi/Fpi). Ainsi, si pi ∈ Sp, en
normalisant la base (e1, e2) de sorte que ρ(σ0) =
(
0 λ
λ 0
)
, ou` σ0 est un e´le´ment fixe´
non trivial du groupe Gal(Hwi/Fpi). On notera que ρ(σ0) est diagonal dans la base
(e1 + e2, e1 − e2). Donc on peut supposer que (e1 + e2, e1 − e2) = (e′i,1, e′i,2) (voir [7,
§4]). En effet, avec les notations de la section §3.1, un calcul direct montre que le
morphisme de la relation (2) est donne´ dans la base (e1, e2) par
(
a b
c d
) (C∗i ,D∗i )−→ (a− c+ b− d
2
,
a− c− b+ d
2
)
De plus σ0 e´change b|GM et c|GM . Ainsi, si
(
a b
c d
) ∈ tDord, alors
(12) cσ0vi − aσ0vi = cvi − avi et aσ0vi + avi − cσ0vi − cvi = 0
avec cvi = i(c) et avi = j(a), ou` i et j sont les restrictions suivantes :
(13) c ∈ H1(M,ψ−1
♥
)
i→ im (H1(Mvi , Q¯p)→ H1(Ivi , Q¯p)) j← H1(M, Q¯p) ∋ a.
Pour calculer t0
Dord
, on doit rajouter la condition a+ d = 0 qui est e´quivalente a`
dσ = −d.
Proposition 4.5. On suppose que :
(i) Le corps M a 2r plongements complexes.
(ii) Le caracte`re ψ2
♥
est non trivial.
Alors dim t0
Dord
≥ [F : Q]− r − |Sp| −∑pi∈Sp fi.ei..
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De´monstration. Soit
(
a b
c d
)
un 1-cocycle de t0
Dord
dans la base (e1, e2). D’apre`s le
corollaire 3.3, on a a = dσ. De plus, si a = d = 0, alors les e´quations (12) impliquent
que cvi = 0 pour tout premier pi de F inerte ou ramifie´ dans M .
Puisque Sp = I
⊔
I ′, le corollaire 3.4 et les e´quations (12) impliquent que c (resp.
b) est non ramifie´ en pi ∈ I (resp. pi ∈ I ′) et puisque σ e´change b et c, on obtient
l’inclusion suivante
(14)
ker
H1(M,ψ−1
♥
)
(C∗i )→
∏
pi∈I
H1(Mvi , ψ
−1
♥
)
∏
pi∈I′
H1(Mvσi , ψ
−1
♥
)
∏
pi∈Sp
H1(Mvi , Q¯p)
 ⊂ t0Dord
D’apre`s les lemmes 4.2, 4.3 et le fait que dimQ¯p Hom(GMvi , Q¯p) = 2ei.fi+1 si pi est
inerte ou` ramifie´ dans M , on a la minoration suivante
dim t0Dord ≥ [F : Q]− r − |Sp| −
∑
pi∈S
p
fi.ei.

5. Calcul de la dimension des espaces tangents de D, Dord et Dorddet ρ
Dans cette section, on calcule les dimensions des espaces tangents des foncteurs
D, Dord et Dorddet ρ dans le cas ou` M est totalement re´el ou totalement complexe sous
certaines conditions sur ρ pour ce dernier cas.
5.1. Le cas ou` M est totalement re´el.
On suppose dans cette sous-section que M est totalement re´el et on conside`re la
condition suivante sur M :
• (LM ) la conjecture de Leopoldt est vraie pour M .
Puisque det ρ(τi) = −1 pour tout 1 ≤ i ≤ n (i.e ρ est totalement impaire), alors
ψ−1
♥
(τi) = −1 pour les conjugaisons complexes (τi){1≤i≤n} de GF .
En conse´quence, les conjugaisons complexes (τi){1≤i≤n} de´finissent le meˆme e´le´ment
c du groupe Gal(H/M) et c est dans le centre de Gal(H/F ). Ainsi, le sous-corps H+
de H fixe´ par c est totalement re´el et H est un corps CM.
En ge´ne´ralisant les techniques de [12, the´ore`me 3.1], on obtient la proposition
suivante.
Proposition 5.1.
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(i) Il existe un isomorphisme
Hom(
∏
w|p
U1w/O¯×H , Q¯p)[ψ−1♥ ] ≃ H1(M,ψ−1♥ ).
(ii) La projection canonique
∏
w|pU
1
w ։
∏
w|pU
1
w/O¯×H induit un isomorphisme
entre les ψ−1
♥
-espaces propres
Hom(
∏
w|p
U1w, Q¯p)[ψ
−1
♥
] ≃ Hom(
∏
w|p
U1w/O¯×H , Q¯p)[ψ−1♥ ].
De´monstration.
(i)D’apre`s la suite exacte (6) et l’isomorphisme (11), on a
H1(M,ψ−1
♥
) ≃ Hom(
∏
w|p
U1w/O¯×H , Q¯p)[ψ−1♥ ].
(ii)Soit ̺ un e´le´ment de Hom(
∏
w|pU
1
w, Q¯p)[ψ
−1
♥
]. Pour tout g dans
∏
w|pU
1
w, on
a :
̺(g) = ψ−1
♥
(c)̺(c(g))
= −̺(c(g))
(15)
De plus, H est un corps CM et donc le groupe quotient O×H/O×H+ est d’ordre fini
(H+ = H
c ⊂ R). Maintenant, on peut voir que la relation (15) implique que ∀x ∈
O×H+ , on a ̺(x) = −̺(c(x)) = −̺(x), donc ̺ se factorise surO×H+ et puisque le groupe
O×H/O×H+ est d’ordre fini, ̺ se factorise sur O×H . De la`, on obtient l’isomorphisme
voulu.

Proposition 5.2. Avec les notations de (12), on a :
(i) Si
(
a b
c d
) ∈ tD ⊂ H1(M, ad ρ)Gal(M/F ), alors a = aσ.
(ii) Soit pi un premier de F qui est inerte ou ramifie´ dans M , alors cvi = c
σ0
vi .
(iii) Soient
(
a b
c d
) ∈ t0
Dord
⊂ H1(M, ad0 ρ)Gal(M/F ) et pi un premier de F qui est
inerte ou ramifie´ dans M , alors cvi et avi sont non ramifie´s.
De´monstration. (i) L’hypothe`se (LM ) implique queM.Q∞ est l’unique Zp-extension
de M et donc a = aσ.
(ii) Il de´coule de la proposition 3.4, de (i) et de (12) que cvi = c
σ0
vi .
(iii) L’e´nonce´ (i) implique que d = 0, par conse´quent, (ii) et (12) impliquent que
cvi est trivial. 
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The´ore`me 5.3. On suppose que M est totalement re´el, alors :
(i) La dimension de tD est [F : Q]+1 et la dimension de tDord est max{1,
∑
pi∈Sp
fi.ei}.
(ii) On a l’isomorphisme suivant
t0Dord ≃ Hom(
∏
w|vσi ,pi∈I
U1w
∏
w|vi,pi∈I′
U1w, Q¯p)[ψ
−1
♥
]
et dim t0Dord =
∑
pi∈Sp
fi.ei.
De´monstration. i) Soit
(
a b
c d
)
un e´le´ment de tD ⊂ H1(F, ad ρ)Gal(H/F ). D’apre`s la
de´composition (5) et le corollaire 3.3, il suffit de de´terminer la dimension des espaces
vectoriels ou` vivent d et c.
La de´composition (5) implique que d ∈ Hom(GM , Q¯p) et puisque la condition
(LM ) est ve´rifie´e, alors dimHom(GM , Q¯p) = 1.
D’autre part, σ e´change b et c et e´change aussi vσi et vi quand pi ∈ Sp = I ′
⊔
I.
D’apre`s l’isomorphisme (10), les propositions 3.4, 5.1, 5.2 et le fait que Gal(H/M)
permute les places de H au dessus de vi, on a :
c ∈ Hom(
∏
w|vσi ,pi∈I
U1w
∏
w|vi,pi∈I′
U1w, Q¯p)[ψ
−1
♥
]⊕ (Hom(
∏
w|vi,pi∈Sp
U1w, Q¯p)[ψ
−1
♥
])Gal(Mvi/Fpi )
dimHom(
∏
w|vσi ,pi∈I
U1w
∏
w|vi,pi∈I′
U1w, Q¯p)[ψ
−1
♥
]⊕ (Hom(
∏
w|vi,pi∈Sp
U1w, Q¯p)[ψ
−1
♥
])Gal(Mvi/Fpi ) = [F : Q]
(16)
Donc, dim tD = [F : Q] + 1.
Si on suppose de plus que
(
a b
c d
) ∈ tDord, on doit ajouter la condition supple´mentaire
(12) quand pi ∈ Sp et dvi est non ramifie´ quand pi ∈ Sp. On proce`de cas par cas :
Si Sp 6= ∅, alors d est non ramifie´ en une place deM au dessus de p et il en de´coule
que d est trivial (puisque on a suppose´ la condition (LM )). Ainsi, la proposition 5.2
et la relation (12) impliquent que cvi est trivial quand pi ∈ Sp. Donc, (16) implique
que dim tDord = |I ′F | =
∑
pi∈Sp
fi.ei.
Si Sp est vide, les relations (12) et d ∈ Hom(GM , Q¯) impliquent que dim tDord = 1.
ii) Finalement, si on suppose que
(
a b
c d
) ∈ t0
Dord
, alors les relations (16) et (12)
et la proposition 5.2 impliquent l’isomorphisme de´sire´ et donc dim t0
Dord
= |I ′F | =∑
pi∈Sp
fi.ei.

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5.2. Le cas ou` H est Galois et die´dral sur Q.
On a sous les hypothe`ses du The´ore`me 1.3 le diagramme suivant
(17) H
F.K = M
tt
tt
tt
tt
tt
❏❏
❏❏
❏❏
❏❏
❏❏
K
❏❏
❏❏
❏❏
❏❏
❏❏
❏
F
✉✉
✉✉
✉✉
✉✉
✉✉
✉
Q
Le groupe de Galois Gal(H/Q) est die´dral et les extensions M/F , M/K et K/Q
sont quadratiques (K est imaginaire).
La restriction Gal(M/Q) → Gal(K/Q) induit un isomorphisme Gal(M/F ) ≃
Gal(K/Q) et donc l’ensemble Sp est vide (puisque p se de´compose dans K).
On note G le groupe de Galois Gal(H/Q). Avec les notations utilise´es dans la
relation (10), tout e´le´ment de Hom((OH ⊗ Zp)×, Q¯p) est de la forme
u⊗ 1 7→
∑
g∈G
hg logp(g
−1(u⊗ 1))
pour hg ∈ Q¯p. De plus, laG-repre´sentation re´gulie`re Q¯p[G] = Hom
(
(Zp ⊗OH)×, Q¯p
)
est isomorphe a`
⊕
π∈Ĝ
πdimπ , ou` π parcourt l’ensemble des caracte`res du groupe G.
D’autre part, on a la de´composition de G-modules :
(18) H1(H, Q¯p) ≃
⊕
π
πmπ ,
ou` π parcourt l’ensemble des caracte`res de G. D’apre`s la preuve de Minkowski du
the´ore`me des unite´s de Dirichlet, il existe un isomorphisme de G-modules
Hom(O×H , Q¯p) ≃
⊕
π∈Ĝ
πdimπ
+
,
ou` π+ et π− sont les sous-espaces propres pour l’action de la conjugaison complexe
c ∈ G.
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Lemme 5.4. Avec les notations ci-dessus, on a :
(i) mπ = dimπ
− pour π 6= 1 et m1 = 1.
(ii) dimπ ≤ 2 pour tout caracte`re π de G. De plus, si dimπ = 2, alors π =
IndQK ψ, ou` ψ : GK → Q¯×p est un caracte`re.
De´monstration. (i) Puisque K est un corps quadratique imaginaire et H est une
extension abe´lienne de K, la conjecture de Leopoldt est vraie pour H d’apre`s Ax-
Baker-Brumer [9]. Par conse´quent, le dernier morphisme de la suite exacte (6) est
surjectif et donc mπ = dimπ
−.
(ii) L’assertion de´coule imme´diatement du fait que G est un groupe die´dral. 
The´ore`me 5.5. On a :
(i) dimH1(M,ψ−1
♥
) = [F : Q].
(ii) ker
(
H1(M,ψ−1
♥
)→ ⊕
pi|p
H1(Mvi , ψ
−1
♥
))
)
est trivial.
De´monstration.
(i) Nos hypothe`ses impliquent que Gal(H/K) est cyclique et que Gal(H/M) est
un sous-groupe de Gal(H/K) d’indice e´gal a` [F : Q] (ou` [F : Q] = 2), donc il existe
2 caracte`res (ψi)1≤i≤2 : GK → Q¯p qui prolongent ψ−1♥ a` Gal(H/K). De plus, le
lemme 5.4 implique que (IndQK ψi){1≤i≤2} sont les repre´sentations de Gal(H/Q) qui
prolonge la Gal(H/F )-repre´sentation IndFM ψ
−1
♥
a` Gal(H/Q).
Puisque det IndQK ψi(c) = −1, le lemme 5.4 implique que la repre´sentation irre´ductible
IndKQ ψi apparaˆıt avec une multiplicite´ e´gale a` 1 dans la de´composition de G-modules
(18). Par conse´quent, la multiplicite´ de IndFM ψ
−1
♥
dans la Gal(H/F )-repre´sentation
H1(GH , Q¯p) est e´gale a` 2, et puisque π
′ = IndFM (ψ
−1
♥
) est irre´ductible, alors
dimH1(H, Q¯p)[ψ
−1
♥
] = dimHomGal(H/F )
(
π′,H1(H, Q¯p)
)
= 2
Ainsi, le re´sultat de´sire´ de´coule de l’isomorphisme (11).
(ii) D’apre`s le lemme 5.4
dimHomG(Ind
Q
K ψi,H
1(GH , Q¯p)) = dimH
1(GH , Q¯p)[ψi] = 1 pour 1 ≤ i ≤ 2
Maintenant, pour tout 1 ≤ i ≤ 2, choisissons un ge´ne´rateur fi de H1(GH , Q¯p)[ψi]. On
peut voir que les 1-cocycles (fi)1≤i≤2 sont des e´le´ments du groupe de cohomologie
H1(H, Q¯p)[ψ
−1
♥
] (puisque ψi prolonge ψ
−1
♥
a` Gal(H/K)).
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D’autre part, puisque fi ∈ Hom((OH⊗Zp)×, Q¯p), alors fi est de la forme suivante :
u⊗ 1 7→
∑
g∈Gal(H/Q)
aig logp(g
−1(u)).
Or fi est un e´le´ment du ψi-espace propre Hom((OH ⊗ Zp)×, Q¯p), alors :
aig = ψ
−1
i (g)a
i
1 et a
i
cg = ψ
−1
i (g)a
i
c pour tout g ∈ Gal(H/K)
Soit w0 (resp. v) la place premie`re de H (resp. K) au dessus de p induite par ιp.
Si l’image de fi dans Hom(O×Hw0 , Q¯p) est triviale, par la preuve de Minkowski du
the´ore`me des unite´s de Dirichlet, on sait que tout e´le´ment de Hom(
∏
w|vσ O×H,w, Q¯p)
qui est trivial sur les unite´s globales doit se factoriser a` travers la norme, donc fi
n’appartient pas au ψi-espace propre. Par conse´quent l’espace vectoriel
ker(H1(GH , Q¯p)[ψi]→ H1(GHw0 , Q¯p))
est trivial et de la` en de´duit que ai1 et a
i
c sont non nuls, puisque σ e´change les groupes
de de´composition GHw0 et GHσ(w0) (σ = c).
Si t0 est un ge´ne´rateur du groupe cyclique Gal(H/K) et n
′ le cardinal de Gal(H/K),
alors pour tout 1 ≤ i ≤ 2 on a
fi = a
i
1
∑
0≤j≤n′−1
ψ−1i (t
j
o) logp(t
−j
0 (.)) + a
i
c
∑
0≤j≤n′−1
ψ−1i (t
j
o) logp(t
−j
0 c(.)).
Par conse´quent, en e´crivant les 1-cocycles {fi}1≤i≤2 dans la base {logp(g−1(.))g∈G},
on peut extraire une sous-matrice de VandermondeA = (ψ−1i (t
j−1
0 )){1≤i,j≤2}. Puisque
ψi 6= ψj pour i 6= j, alors detA 6= 0. Donc, les 1-cocycles {fi}{1≤i≤2} forment une
base de H1(H, Q¯p)[ψ
−1
♥
] et puisque ai1 et a
i
c sont non nuls, on ne peut pas trouver
une combinaison line´aire des fi (1 ≤ i ≤ 2) qui est triviale sur tous les groupes de
de´composition de GH aux places {wi}pi∈Sp , donc le Q¯p-espace vectoriel
ker
(
Hom(GH , Q¯p)[ψ
−1
♥
]→ ⊕
pi|p
Hom(GHwi , Q¯p)
)
est trivial. Finalement, on peut conclure graˆce au lemme 3.2.

Corollaire 5.6. Sous les hypothe`ses du The´ore`me 1.3, on a :
(i) L’espace vectoriel t0
Dord
est trivial.
(ii) La dimension de l’espace tangent tD est [F : Q] + 1.
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De´monstration.
(i) Puisque Sp est vide, alors l’inclusion (14) devient un isomorphisme car a =
dσ = −d ∈ Hom(GM , Q¯p) et donc c’est un morphisme non ramifie´ en les premiers
au dessus de p, ainsi a = 0. Donc l’assertion de´coule imme´diatement de la relation
(14) et du The´ore`me 5.5.
(ii) D’apre`s l’assertion (i), il existe un isomorphisme tD ≃ Hom(GM , Q¯p). D’autre
part, puisque M est une extension totalement complexe de Q de degre´ 2[F : Q]
et que la conjecture de Leopoldt est vraie pour H, M posse`de trois Zp-extensions
inde´pendantes et dimHom(GM , Q¯p) = [F : Q] + 1.

6. Preuves des isomorphismes R ≃ T
On va de´montrer dans cette section les the´ore`mes 1.1, 1.3 et 1.4.
La varie´te´ rigide de Hecke-Hilbert E est re´duite et e´quidimensionelle de dimension
[F : Q] + 1, donc E est lisse en x si, et seulement si, l’espace tangent de T est de
dimension [F : Q] + 1. De plus, le morphisme κ est e´tale en x si, et seulement si,
l’anneau local T ′ de la fibre de κ(x) en x est isomorphe a` Q¯p.
6.1. Le lieu quasi-ordinaire de la varie´te´ de Hecke-Hilbert E.
Dans la proposition suivante, on montre qu’on a une de´formation quasi-ordinaire
de ρ en p a` valeurs dans T .
Proposition 6.1.
(i) Il existe une repre´sentation continue
ρT : GF,np → GL2(T ),
telle que Tr ρT (Frobℓ) = Tℓ pout tout ℓ ∤ np. La re´duction de ρT modulo mT
est isomorphe a` ρ.
(ii) La de´formation ρT est quasi-ordinaire en p.
De´monstration.
(i)Meˆme preuve que la proposition [7, 6.1].
(ii)D’apre`s [11, 6.3.6], il existe un ouvert affino¨ıde de Ω de E contenant x tel que
l’application z → |Up(z)|p est constante et e´gale a` 1 sur Ω(Cp), ou` w(Ω) est un
ouvert affino¨ıde de WF , κ : Ω→ w(Ω) est fini et de restriction surjective sur chaque
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composante irre´ductible de Ω. Puisque le lieu quasi-ordinaire En.ord de E est la fibre
ge´ne´rique de l’alge`bre de Hecke quasi-ordinaire en p induite par les ope´rateurs de
Hecke Tℓ et Upi ou` pi | p et ℓ ∤ pn et que l’anneau T est equidimensionnel, alors les
ide´aux minimaux de T correspondent aux familles de Hida quasi-ordinaires en p.
Soient VT le T -module de rang 2 sur lequel GF agit par ρT et (Ki)1≤i≤r la
famille des corps obtenus par la localisation de T en ses ide´aux minimaux et posons
Vi = V ⊗T Ki (1 ≤ i ≤ r). Vi est un Ki[GF,np]-module et est la repre´sentation
galoisienne d’une famille de Hida quasi-ordinaire en p qui se spe´cialise en f . D’apre`s
un re´sultat de [24], pour tout pk | p il existe une suite exacte courte de Ki[GFpk ]-
modules :
0→ V +i → Vi → V −i → 0,
ou` V −i est une droite sur laquelle GFpk agit par le caracte`re δpk qui envoie [y, Fpk ]
sur l’ope´rateur de Hecke T (y), ou` [., Fpk ] : F̂
×
pk → GabFpk est le symbol local d’Artin.
Puisque ρ est p-re´gulie`re et δpk rele`ve le caracte`re ψ
′′
k , on peut conclure par le meˆme
argument que celui utilise´ dans la proposition [7, 6.1] que ρT est quasi-ordinaire en
p.

6.2. Surjection de R sur T .
D’apre`s la proposition 6.1, la repre´sentation ρT induit un morphisme local continu
de Q¯p-alge`bres
(19) R → T .
Soit A un anneau local Artinien d’ide´al maximal mA et de corps re´siduel A/mA =
Q¯p. Toute de´formation de det(ρ) (resp. (det ρ, (ψ
′′
i )pi|p)) a` valeurs dans A
× est
e´quivalente a` un morphisme continu de GF,np (resp. GF,np× (o⊗Zp)×) vers 1+mA.
D’autre part, la restriction de la de´formation universelle ρR a` GFpi pour tout pi | p
est une extension d’un caracte`re ψ′′i,R qui rele`ve ψ
′′
i par un caracte`re ψ
′
i,R qui rele`ve
ψ′i. D’apre`s la the´orie du corps de classes et puisque 1+mA ne contient pas d’e´le´ment
d’ordre fini, l’anneau universel qui repre´sente les de´formations de det ρ (resp. det ρ×
(ψ′′i ){pi|p}) est donne´ par Q¯p[[1 + pZp]] (resp. Q¯p[[T1, T2, ...., Tn+1]]). De plus, Rord
(resp.R) a une structure de Q¯p[[1+pZp]]-alge`bre (resp. Q¯p[[T1, T2, ...., Tn+1]]-alge`bre)
donne´e par la de´formation det ρRord (resp. (det ρR, (ψ
′′
i,R){pi|p})) de det ρ (resp. (det ρ, (ψ
′′
i )pi|p)).
L’action de Λ sur l’anneau T donne´e par le morphisme poids κ est compatible avec
l’action induite par les caracte`res det ρT et ceux donne´s par l’image de ψ
′′
i,R via le
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morphisme (19) (voir [24]). Ainsi, le morphisme (19) est Λ-line´aire et le diagramme
suivant est commutatif :
Q¯p[[T1, T2, ..., Tn+1]]

// R

Λ // T .
Lemme 6.2. Le morphisme naturel Q¯p[[T1, T2, ..., Tn+1]]→ Λ est un isomorphisme.
De´monstration.
Puisque l’anneau Λ est e´quidimensionnel de dimension n+ 1, la surjection
Q¯p[[T1, T2, ..., Tn+1]]→ Λ
est un isomorphisme d’anneaux re´guliers. 
Proposition 6.3. Le morphisme (19) est surjectif.
De´monstration.
Puisque T est topologiquement engendre´ sur Λ par Up pour tout p | p et Tℓ pour
ℓ ∤ np, il suffit de montrer que ces e´le´ments sont dans l’image de R via le morphisme
(19).
Pour ℓ ∤ np, Tℓ = Tr ρT (Frobℓ) est l’image de la trace de ρR(Frobℓ).
D’autre part, la restriction de ρR a` GFpi pour tout pi | p est une extension du ψ′′i,R
par le caracte`re ψ′i,R, ou` l’image du caracte`re ψi,R′′ dans T est le caracte`re δpi qui
envoie [y, Fpi ] sur l’ope´rateur de Hecke T (y) ou` [., Fpi ] : F̂
×
pi → GabFpi est le symbol
d’Artin. Ainsi, Upi = [πpi , Fpi ] est dans l’image du morphisme (19) pour une certaine
uniformisante πpi du corps complet Fpi .

D’apre`s la proposition 6.2, Λ repre´sente le proble`me de de´formation de (det ρ, (ψ′′i )pi|p)
aux e´le´ments inversibles d’une Q¯p-alge`bre artinienne A. Donc, le foncteur oubli des
de´formations de (det ρ, (ψ′′i )pi|p) aux de´formations det ρ induit la surjection suivante :
Λ։ Q¯p[[1 + pZp]].
Le noyau Iaug de la surjection ci-dessus est appele´ l’ide´al d’augmentation.
On rappelle que
T ord = T /IaugT
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En utilisant le meˆme argument, on obtient l’isomorphisme suivant :
(20) R/IaugR ≃ Rord
On note R′ le quotient de R par l’ide´al engendre´ par l’image de l’ide´al maximal
de Λ.
Il est facile de voir queR′ est le plus grand quotient p-ordinaire de R dans lequel ρ
peut eˆtre de´forme´e avec un de´terminant constant. Ainsi, l’anneau local R′ repre´sente
Dorddet ρ.
6.3. De´monstration du The´ore`me 1.1 et du The´ore`me 1.3.
The´ore`me 6.4. Sous les hypothe`ses du The´ore`me 1.1 ou du The´ore`me 1.3, le mor-
phisme (19) est un isomorphisme d’anneaux re´guliers.
De´monstration.
Le corollaire 5.6 et le the´ore`me 5.3 impliquent que dim tD = [F : Q] + 1, donc la
dimension de l’espace tangent de R est [F : Q] + 1. D’autre part, l’anneau local T
est equidimensionnel de dimension [F : Q] + 1 (puisque E est equidimensionnelle de
dimension [F : Q] + 1) et par consequent, la proposition 6.3 implique que (19) est
un isomorphisme d’anneaux locaux re´guliers de dimension [F : Q] + 1.

L’isomorphisme d’anneaux locaux R ≃ T et (20) impliquent qu’il existe des iso-
morphismes Rord ≃ T ord et R′ ≃ T ′. Ainsi, on peut conclure graˆce au the´ore`me 5.3
dans le cas ou` M est totalement re´el. Dans le cas ou` M est totalement complexe,
le corollaire 5.6 implique que T ′ ≃ Q¯p et donc κ est e´tale en x, ce qui ache`ve notre
de´monstration.
6.4. Rmin = T dans la cas ou` l’extension M/F n’est pas totalement re´el.
Soient hn,ord(n,O) l’alge`bre de Hecke quasi-ordinaire en p construite par Hida dans
[26] et h′ la sous-alge`bre de Hecke de hn,ord(n,O) engendre´e sur l’alge`bre d’Iwasawa
par les ope´rateurs de Hecke {Up, Tℓ, <ℓ>}p|p,ℓ∤np (On a omit les operateurs Uq pour
q | n). Il est connu que le lieu quasi-ordinaire de En.ord de E est la fibre ge´ne´rique de
l’alge`bre de Hecke h′. Puisque f est ordinaire en p, il existe un unique morphisme
ϕn,ordθ : h
′ → O qui envoie Tℓ sur Tr ρ(Frobℓ) pour tout ℓ ∤ np.
On note Pn,ordθ l’ide´al premier kerϕn,ordθ et H le comple´te´ de l’anneau local de
Spech′ en Pn,ordθ . Apre`s une extension par des scalaires, on peut supposer que H
contient Q¯p.
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Soit CO la cate´gorie des O-alge`bres locales comple`tes noethe´riennes de corps
re´siduel F et dont les morphismes sont les homomorphismes locaux d’anneaux locaux
qui induisent l’identite´ sur les corps re´siduels.
On a les conditions suivantes :
• (AIF ) La restriction ρ¯ a` GF (√(−1)(p−1)/2p) est absolument irre´ductible.
• (LDp) F est line´airement disjointe de Q(ζp) sur Q et µp(Fp) = {1} pour tout p | p,
ou` ζp est une racine p-ie`me de l’unite´ et µp(Fp) est l’ensemble des racines p-ie`me de
l’unite´ de Fp.
La condition (LDp) est plus faible que la condition : p est non ramifie´ dans F .
On suppose dans cette sous-section que la repre´sentation re´siduelle ρ⊗ F = ρ¯ =
IndFM ψ¯ est absolument irre´ductible, minimale au sens de Fujiwara [22], p-distingue´e
et l’ordre de ψ est premier avec p. D’apre`s les crite`res de Schlesinger, le foncteur
Dρ¯ des de´formations de ρ¯ qui sont minimales et non ramifie´es en dehors de np et
quasi-ordinaires en p a` valeurs dans les objets de la cate´gorie CO est repre´sentable
par le couple (Rminρ¯ , ρn,ordF ).
D’autre part, on note hn,ord la composante locale hn,ord(n,O) correspondant a` ρ¯
(hn,ord(n,O) est semi-local) et ρhn,ord : GF,S → GL2(hn,ord) la de´formation quasi-
ordinaire en p de ρ¯ construite par Hida dans [26] qui envoie Frobℓ vers Tℓ pour ℓ ∤ np.
Sous les hypothe`ses (AIF ) et (LDp), le the´ore`me de Fujiwara’s [22] applique´ a` la
repre´sentation re´siduelle ρ¯ nous donne que Rminρ¯ ≃ hn,ord.
Pour tout premier q de F divisant n, on note aq la valeur propre de f pour
l’ope´rateur de Hecke Uq. SoitDmin le sous-foncteur deD qui consiste en les de´formations
ρA qui sont minimales, dans le sens ou` pour tout q | n tel que aq 6= 0, l’espace
des Iq-invariants dans ρA est un A-module libre de rang 1. Le foncteur Dmin est
repre´sentable par (Rmin, ρRmin). Puisque la repre´sentation ρ est une de´formation de
ρ¯, donc Dmin est la fibre ge´ne´rique du foncteur Dρ¯ (voir [29, 2.3.5]). Ainsi, il existe
un isomorphisme (apre`s une extension par des scalaires) entre Rmin et la comple´tion
de la localisation de Rminρ¯ par l’ide´al premier de hauteur 1 donne´ par le noyau du
morphisme Rminρ¯ → O qui induit la de´formation ρ de ρ¯. De plus, la de´formation
ρRmin est le tire´-en-avant de ρ
n,ord
F par le morphisme de localisation Rminρ¯ → Rmin.
Lemme 6.5. Avec les notations ci-dessus, on a :
(i) Il existe un isomorphisme (H, ρH) ≃ (Rmin, ρRmin).
(ii) Il existe un isomorphisme H ≃ T .
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(iii) L’application canonique Spechn,ord(n,O)→ Spech′ induit un isomorphisme
sur les comple´te´s des anneaux locaux aux points associe´s a` f .
De´monstration. (i) D’apre`s Nyssen [37] et Rouquier [38], Rmin est engendre´ sur
Λ par la trace de ρRmin . Donc, l’isomorphisme (H, ρH) ≃ (Rmin, ρRmin) de´coule
imme´diatement de l’isomorphisme Rminρ¯ ≃ hn,ord, du fait que le foncteur Dmin est la
fibre ge´ne´rique du foncteur Dρ¯ et du lemme [29, 2.3.5].
(ii) D’apre`s la construction de la varie´te´ p-adique rigide E , il existe un isomor-
phisme de varie´te´s analytiques rigides En.ord ≃ (Spech′)rig induisant un isomor-
phisme naturel sur les comple´te´s des anneaux locaux en tout point.
(iii) Puisque ρ¯ est minimale, Uq ∈ H pour tout q | n. 
6.5. Preuve du The´ore`mes 1.4.
Soit Dordmin le sous-foncteur de Dmin qui consiste en les de´formations ρA qui sont
ordinaires en p. Le foncteur Dordmin est repre´sentable par Rordmin.
On a l’isomorphisme suivant :
(21) Rmin/IaugRmin ≃ Rordmin
On note R′min pour le quotient de Rmin par l’ide´al engendre´ par l’image de l’ide´al
maximal de Λ.
On remarque que R′min est le plus grand quotient p-ordinaire de Rmin dans le-
quel ρ peut eˆtre de´forme´e avec un de´terminant constant. Ainsi, l’anneau local R′min
repre´sente le sous-foncteur Dorddet ρ qui consiste en les de´formations qui sont minimales.
D’apre`s le lemme 6.5, on a un isomorphisme entre Rmin ≃ T . De plus, (21)
impliquent qu’il existe des isomorphismes entre Rordmin ≃ T ord et R′min ≃ T ′. Dans
nos calculs de l’espace tangent du foncteur D, la condition minimale en q | n est
toujours vraie pour les 1-cocycles, puisque n’importe quel e´le´ment de Hom(GH , Q¯p)
est non ramifie´ en dehors de p et ρ est d’image finie. Ainsi, les espaces tangents de
R′ et de R′min sont e´gaux et donc l’espace tangent de R′min est non trivial d’apre`s
la proposition 4.5, ce qui ache`ve notre de´monstration.
6.6. La courbe de Hecke-Hilbert paralle`le CF au point x.
La courbe de Hecke-Hilbert paralle`le CF est e´quidimensionelle de dimension 1.
Corollaire 6.6. On a :
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(i) Sous les hypothe`ses du the´ore`me 1.4 et si M a au plus 2([F : Q] − 2)
plongements complexes et Sp est vide, alors f est un point singulier de la
courbe de Hecke-Hilbert CF .
(ii) Supposons que M est totalement re´el, la conjecture de Leopoldt est vraie
pour M et #Sp ≥ 2, alors f est un point singulier de la courbe de Hecke-
Hilbert CF .
De´monstration.
(i) Puisque Rordmin ≃ T ord, la proposition 4.5 implique que la dimension de l’espace
tangent de T ord est au moins 2, or la dimension de Krull de T ord est 1 (puisque CF
est equidimensionnelle de dimension 1), d’ou` le re´sultat.
(ii) Meˆme argument que dans (i) combine´ avec le the´ore`me 5.3.

Remarque 6.7. La varie´te´ de Hecke existe si NFQ (n) ≥ 4, car sa construction
de´pend de l’existence d’un sche´ma qui repre´sente l’espace de modules de Hilbert-
Blumenthal, et pour NFQ (n) < 4, cet espace de modules n’est pas representable par
un sche´ma.
Puisque l’alge`bre de Hecke h′ est finie et sans torsion sur l’alge`bre d’Iwasawa,
alors les the´ore`mes [25, 2.4] et [39, 3] impliquent que H est equidimensionnel de
dimension [F : Q] + 1, et ainsi si NFQ (n) < 4, nos the´ore`mes restent vraie apre`s
avoir remplacer T par H.
7. Preuve du The´ore`me 0.5
On de´montre le The´ore`me 1.2 dans cette section en utilisant les techniques de
[14]. L’existence du sous-groupe canonique sur un voisinage strict du lieu ordinaire
de la varie´te´ de Hilbert induit l’injection suivante
 : S1(np, χ)[f ] →֒ S†1(n, χ)[[f ]],
ou` S†1(n, χ)[[f ]] est l’espace propre ge´ne´ralise´ associe´ a` f dans l’espace des formes
surconvergentes de poids 1. En utilisant le meˆme argument que celui de´ja` utilise´
dans la de´monstration de la proposition [14, 1.2], l’inclusion  est un isomorphisme
si, et seulement si, E est e´tale sur WF en x.
Sous les hypothe`ses du The´ore`me 1.1 et si de plus Sp est non vide, alors il existe
un morphisme surjectif π : T ′ → Q¯p[ǫ] de noyau Iπ. Iπ annule un sous-espace
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S†1(n, χ)[Iπ ] de dimension 2 de S
†
1(n, χ)[[f ]] = HomQ¯p(T ′, Q¯p) et ce sous-espace
contient une forme propre ge´ne´ralise´e normalise´e f †.
Pour tout ide´al premier q de F , on note respectivement aq(f
†) et aq(f) les coeffi-
cients de Fourier de f † et f . D’autre part, avec le meˆme argument utilise´ dans [14],
l’ope´rateur de Hecke Tq, ou` q ∤ np, agit sur f
† de la manie`re suivante
(22) Tqf
† = aq(f)f
† + aq(f
†)f
On rappelle que H est le corps fixe´ par kerψ
♥
et que G′′ = Gal(H/M). Soit
ℓ ∤ np un premier de F qui est inerte dans M , alors le premier de M au dessus
de ℓ se de´compose comple`tement dans H (puisque ρ est non ramifie´ en ℓ). On
note Σℓ l’ensemble des premiers de H au dessus de ℓ. Puisque l’extension H/M est
galoisienne, G′′ agit sur Σℓ. Soient λ ∈ Σℓ et uλ ∈ OH [1/λ]× ⊗ Q une λ-unite´ de H
de λ-valuation e´gale a` 1. uλ est de´fini a` une unite´ pre`s et l’e´le´ment
(23) u(ψ
♥
, λ, gi) =
∑
h∈G′′
ψ
♥
(h) ⊗ gi ◦ h(uλ) ∈ Q¯⊗ gi(OH)[1/ℓ]× ou` gi ∈ I ′F
est inde´pendant du choix de uλ, puisque H est CM (car M est totalement re´el) et
donc on n’a pas d’unite´ de Q¯⊗O×H dans le ψ♥-sous-espace propre.
Soit e2 un vecteur propre de Q¯
2
p pour ψ
σ et e1 = ρ(σ)e2. Dans la base (e1, e2), on
a
(24) ρ|GM =
(
ψ 0
0 ψσ
)
ρ|GF \GM =
(
0 η′
η 0
)
ou` η et η′ sont des fonctions de GF \GM a` valeurs dans Q¯ de´finies par η(h) = ψ(σh)
et η′(h) := ψ(hσ−1).
Soient σλ ∈ Gal(Hλ/Fℓ) ⊂ Gal(H/F ) le Frobenius en ℓ attache´ a` la place premie`re
λ et Hψ le corps de nombres fixe´ par ψ (H ⊂ Hψ). D’apre`s la relation [14, (13)],
η(σλ) ne de´pend pas du choix du premier de Hψ au dessus de λ.
On a les relations suivantes (voir [14, (13)])
∀g ∈ Gal(H/M), η(σg(λ)) = ψ(σσg(λ)) = ψ(σg−1σλg) = ψ♥(g)ψ(σσλ) = ψ♥(g)η(σλ)
∀g ∈ Gal(H/M), u(ψ
♥
, g(λ), gi) = ψ
−1
♥
(g)u(ψ
♥
, λ, gi)
(25)
D’apre`s la relation (25), l’e´le´ment
(26) u(ψ
♥
, ℓ, gi) = ψ(σσλ)⊗ u(ψ♥ , λ, gi) ∈ Q¯⊗ gi(OH)[1/ℓ]×
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de´pend uniquement de ℓ et non du choix du premier λ ∈ Σℓ.
D’apre`s le (ii) du the´ore`me 5.3, le morphisme Ψ′ : (OH ⊗ Zp)× → Q¯p de´fini paru⊗ 1 7→ ∑
gi∈I′F
αi
∑
g∈G′′
ψ
♥
(g) logp
(
ιp ◦ gi ◦ g(u)
)
est associe´ a` un unique e´le´ment de l’espace tangent de T ′ (i.e Ψ′ = b|GH = cσ|GH ∈
H1(H, Q¯p)[ψ♥ ]) et donne aussi un unique morphisme surjectif π : T ′ → Q¯p[ǫ] associe´
a` Ψ′ qui induit une de´formation ρ˜ : GF → GL2(Q¯p[ǫ]) de de´terminant e´gal a` det ρ.
D’apre`s l’isomorphisme (11), on peut e´tendre Ψ′ a` un 1-co-cycles de H1(GM , ψ♥)
de manie`re unique (a` co-bords pre`s), donc la de´formation ρ˜ est de la forme suivante :
(27) ρ˜|GM =
(
ψ ψσΨ′.ǫ
ψΨ.ǫ ψσ
)
ρ|GF \GM =
(
d1.ǫ η
′
η d2.ǫ
)
H.Darmon, A.Lauder and V.Rotger ont montre´ dans [14] les propositions sui-
vantes.
Lemme 7.1. [14, 2.1] La fonction Ψ(resp. Ψ′) appartient au groupe de cohomologie
H1(M,ψ−1
♥
) (resp. H1(M,ψ
♥
)). De plus, on a les relations suivantes apre`s restric-
tion des fonctions ci-dessus a` GH :
(28) Ψ′(h) =
η′(τ)
η(τ)
Ψ(τhτ−1),
ou` τ ∈ GF \GM .
Lemme 7.2. [14, 2.2] Pour tout premier ℓ de F inerte dans M et pour tout λ ∈ Σℓ,
on a
Ψ′(Frobλ) =
∑
gi∈I′F
αi logp(u(ψ♥ , λ, gi)).
La de´formation ρ˜ est la repre´sentation galoisienne associe´e a` une forme modulaire
propre surconvergente de poids 1 a` coefficients dans Q¯p[ǫ], note´e f˜ = f + f
†ε. La
forme modulaire f † est une forme propre ge´ne´ralise´e et normalise´e comme dans
l’introduction et ses coefficients de Fourier peuvent eˆtre interpre´te´s de la manie`re
suivante :
(29) Tr(ρ˜(Frobℓ)) = aℓ(f) + aℓ(f
†)ε,
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ou` ℓ ∤ np.
Soit ℓ ∤ np un premier de F qui se de´compose dans M , alors Frobℓ ∈ GM et donc
Tr(ρ˜)(Frobℓ) = aℓ(f). Ainsi, on a de´montre´ la premie`re partie du The´ore`me 1.2.
Maintenant, soit ℓ ∤ np un premier de F qui est inerte dans M . On fixe un
plongement ιℓ : Q¯ →֒ Q¯ℓ qui induit un plongement du groupe de de´composition GFℓ
dans GF . Si Frobℓ est un Frobenius de GF en ℓ alors Frob
2
ℓ est le Frobenius de GM
associe´ au premier de M au dessus de ℓ. Soit λ ∈ Σℓ la place premie`re canonique de
H au dessus de ℓ induite par ιℓ (σλ = Frobℓ).
D’apre`s les relations (27) et (29),
(30) Tr(ρ˜(Frobℓ)) = (d1(Frobℓ) + d2(Frobℓ))ǫ = aℓ(f
†)ǫ,
D’autre part, en utilisant (27), un calcul direct de ρ˜(Frob2ℓ ) implique
(31)
(
∗ ψσ(Frob2ℓ )Ψ′(Frob2ℓ)ǫ
∗ ∗
)
=
(
∗ η′(Frobℓ)(d1(Frobℓ) + d2(Frobℓ))ǫ
∗ ∗
)
Donc, ψσ(Frob2ℓ)Ψ
′(Frob2ℓ ) = η
′(Frobℓ)(d1(Frobℓ) + d2(Frobℓ)).
Finalement, il de´coule de la relation (29) et de la proposition [14, 2.2] que
aℓ(f
†) = η(Frobℓ)Ψ
′(Frob2ℓ) = η(λ)Ψ
′(Frobλ).
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